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3 SILOVE SUSTAVY

Dve, alebo viac sil pésobiacich n&ity objekt vytvara silovu sustavu. Silové sustavy
delime podia usporiadania sil na

* rovinné silové sustavy,
» priestorové silové sustavy.

Ak vSetky sily pbsobia vjednom bode, silova suataa nazyvacentralna Ak
pdsobiace sily maju rézne pbsobiska, smery a @dunthovorime aSeobecnejsilovej
sUstave. Sustava, pri pdsobeni ktorej ostava hmohjgkt v pokoji, alebo priandearom
rovhnomernom pohybe sa nazyva rovnovazna silovagast

Silové sustavy, ktoré spbsobuju rovnaky pohyboway stcitého objektu sa nazyvaju
ekvivalentné DéleZitou Ulohou statiky je ndjsk danej silovej sustavéo najjednoduchSiu
ekvivalentnu silovu sustavu. Hovorime o nahradaleho tiez redukcii silovych sustav. Plati,
Ze ak dve silové sustavy maju rovnaké nahradediesksivalentné. Ak nahradeniedite]
silovej sustavy predstavuje rovnovaznu silovu sdstge dana silova sustava rovnovazna.

Niektoré silové sustavy mozno nahmapidinou silou -vyslednicousilovej sustavy
Silova sustava m&inok

e  posuvny,

o ot&avy.

3.1 CENTRALNA SILOVA SUSTAVA, HMOTNY BOD V ROVINE
AV PRIESTORE

V centralnej silovej sustave nodiky vSetkych sil prechadzaju jednym bodom -
centrom [1,2,4,6]. V tomto bode potom pdsobi ajegsy Einok sil, resp. vyslednica.

Majme pravouhly suradnicovy systemxQy, z. Nech silyF,, ..., F;, ..., F, prechadzaju
zaiatotnym bodom O, obr.3.1. Silova sustdydi = 1, ...,n) ma vysledny

n
FV:ZFi:ZFi:R' (3.1)
i=1

e ot&avy &inok k bodu O

n
M, = Z Mo = Z Mo = 0, (3.2)
i=1

t.j. R je vyslednica silovej sustavy.

e posuvny @inok
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3.1.1 Centralna priestorovasilova sustavi

VyslednicaR centralnejpriestoroej silovej sustavy je bode O jednozrime ukena
troma parametrami

Ry = Rcosag,
Ry = R cos P, (3.3)
R, = Rcosyg .-

Ked vyslednicuR vyjadtime pomocou zloziek sif;, dostaneme tri podmienkpre
nahradenieilovej sustavy vyslednictv tvare

Ry = ZFiX = Z F; cos q;,
Ry =ZFiy

(3.4)

>

Obr. 3.1.
Verkos’ a polohwyslednictR urcuju jej zlozkyR,, Ry, R, pricom plati

R= /Rg + RZ + R, (3.5)

Ry

COS OR = F,
R

cos Br = ?y, (3.6)
R,

COS Yr = F

Podmienkou ekvivalencie pri nahradeni sustav; F;; inou sustavou s}, F;, je, Ze
ich vyslednica musi bytotoznat.j. > F;; = R = Y F;,.
Silovéa sustava prechadzajuca jednym bodc ma viubovd’nombode Buc¢inok

FV:ZFi,
MBzzMiBzzriBXFi .

e posuvny

* ot&avy
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Ak sa posunu vsetky sily po svojich noskach do bodu O, bude polohovy vek
;g = I'og rovnaky pre vSetky si (obr.3.1), teda

Mg = Z M = Z(rOB x F)) = rog X (Z Fi) =ros X R. 3.7)

Rovnica (3.F obsahuj zavislos R =) F;, teda nie je novou podmienkou, |
nahradnou. Nie je to Upln& néhr, pretoZze ak by vyslednid® # 0 prechadzala bodom |
platilo byMg = 0, teda ad; M;g = 0, pricom silova sustavaemusi by v rovnovahe.

Centralnapriestoro’d silova sustava je v rovnovahe, agsledny @inok vSetkyct
pbsobiacich sil sa rovna n, t.j. ak plati

R = Z F =0. (3.8)

V skaldrnom vyjadreni dostaneme tnavzdjom nezavislé zlozkové static
podmienky rovnovéahy:

> Fy=0, (3.9)

Slovné vyjadrenie wahu (3.9) ma tvar:Algebraicky sicet priemetov (zloZiel
vSetkych sil do troch nerovnobeznych, réznobeznytindne navzajom kolmych osi sa ro
nule

Z troch rovnic mézeme vyjadritri nezname parametre sil, napr. tri zlozky jec
neznamej sily, ktora spolu so zadanymi silami bx rovnovahe. MéZu to hiynapr. aj tri sily
na danych nosit&ach apod

3.1.2 Centrélna rovinna silova sustavi

Centralna rovinnd silovd sustava je Speciédlny pripaestorovej silovej susta
(obr.3.2).

11>

Obr. 3.2.

Centralnu rovinna silova sustavurovine xy prechadzajucu bodom mézeme
nahradi v bode OvyslednicouR, ktord je jednoznme ukena dvoma parametral

Ry = Rcos ag,

(3.10)
Ry = R cos .
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Ked rozpiSeme vyslednicR pomocou zloziek siF;, dostaneme dve rovni pre
nahradere silovej sustavy vyslednic

R, = ZFiX = ZFicosai,
(3.11)
Ry = Z Fiy = Z Fi COoS Bi'

Dve vdkosti zlozZiek sil wtuju ve’kos’ & polohu vyslednice:

R= /R§+R§,
RY

7 (cos bu= )
cos ag = —|cos Br = = .
R R

Podmienkou ekvivalencie pri nahradeni sy sil }; F;; inou sustavou siy, F;, je, Ze
ich vyslednica musi bytotoznat.j. > F;; = R = Y. F;,.

Centralna rovinnd silav sustava je vrovnovahe, akysledny @inok vSetkych
pdsobiacich sil sa rovna nulg. ak plat

F, =R = Z F, = 0. (3.12)

V skaldrnom vyjadreni dostaneme dwnavzajom nezavislézlozkové statické
podmienky rovnovéhy:

Z fix =0 (3.13)

ZFiy == 0

Slovné vyjadrenie wahu (3.13) ma tvarAlgebraickysicet zloziek vSetkych sil «
dvoch nerovnobeznych, r6znobeznych, vyhodne navi@jmych osi sa rovna nt

Z dvoch rovnic mbdzeme vyjadrdva nezname parametre sil, napr. dve zlozky je
neznamej sily, ktora bude spolu so zadanymi sila rovhovahe Mézu to by aj napr.
vel’kosti dvoch sil na danych nodikéch ¢ pod.

Priklad 3.1 Rovnovaha centralnej rovinnej silovej sust

Bremeno o tiazic = 500 N visi na dvoch pratoch péd obr.3.3. Ukte osové sily
v prutochN;, N,, ak st dané rozmela=1,5m, b = 2m.

a N
g y
i n N1 a
l A
\ ’ N
AYV—2 v G|
He
Obr. 3.3. Obr. 3.4.
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RieSenie:
RieSime rovnovahu hmotného bodu A, ktorym prech@dasoveé sily ' prutoch a sila

od tiaze bremena. Ide ted rovinnu silovu sustavu prechadzajucu jednym bodtad: o
centralnu rovinnu silovu sdsta

Tvarova i statickarcitost’ ulohyje ucena vZahom
i=ig=v—u.
Bod Ama dva stupne Voosti pohybu v = 2), praty mu uberaju po jednom stuj
vornosti, teda
i=ig=v—u=2-2-1=0.
Uloha je tvarovo staticky utita.

Uvornime bod A wovine x,y a nazn&ime \Setky sily ktoré ni& pdsobii (obr. 3.4).
Sila G je zndma (pozname jej Rkos’ @ smer i orientaciu) &cinok odstranenych vazie
predstavuju osové sily pratoch N;, N,, pri ktorych nepozname Vkos ani orientacit
(poznédme ich smer). Orientdciu neznah sil N;, N,volime (obr 3.4), napr. tak, aby
reprezentovalifahové namahanie pratc

ZloZzkové navzajom nezavislé statické podmienky owamy maju tva
ZFiX =0, N,—N;sina=0,

ZFiy=0; Nicosa—G =0,

odkia’
G
N, = =624 N,
cosa
N, = N;sina = 375N,
kde

tana = - o= 36°52".

ol o

Osové sily wratoch N; = 624 N, N, = 375 N maju kladné znamieia, takze sme
predpokladali spravne ich orientac

3.2 PRIAMKOVA SILOVA SUSTAVA

Priamkova silova sustava zvlastnympripadom centralnej silovej sustavy, pri ktc
vSetky sily p6sobia na jednej no$ke (obr. 3.5).

I
A

Obr. 3.5.

V T'ubovd’nom bode / ha nositéke ma kazda sila ibposuvny @inok. VyslednicaR
posobi na tej istej noslike.
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Silova sustava je v rovnovahe dkplati

R=ZFi=0, (3.14)

Z F =o. (3.15)

K dispozicii teda mame jednu statickl podmienkunovahy, z ktorej mézeme dit
jeden neznamy parameter, naptkeet’ niektorej sily potrebnej pre rovnovahu.

¢o je splnené ak

Zlozkovu rovnicu rovnovahy mézeme nahrtatiomentovou podmienkou. V bode B,
ktory nelezi na nositke silovej sustavy, ma silova sustavaindk posuvny a ot@avy.
Ot&avy &inok je ugeny vz'ahom (obr. 3.5)

Mg = Z r % F. (3.16)

Ked'Ze nositéka sil a bod B leZia v jednej rovine, vektor monueM je kolmy na
tdto rovinu a jeho vikos’ je vyjadrena v#ahom

My=Y Mp=Y p-F=p-() F)=p-R (3.17)

Ak »F =0, musi platt aj Yp-F,=p-XF, =0, t). zlozkovi podmienku
rovnovahy mézeme nahr@dnomentovou podmienkou rovnovahy k bodu B v tvare

Z Mg = 0. (3.18)

3.3 VSEOBECNE SILOVE SUSTAVY, TELESO V PRIESTORE A V ROVINE
3.3.1 Nahradenie a rovnovéha vSeobecnej priestorovej silej sustavy

V pripade, Ze sily pOsobiace na teleso v priestoegl r6zne posobiska, smery
a orientécie tvoria vSeobecnu priestorovu silovataiu (obr.3.6)
Sily maju vzitadom k vZaznému bodu O posuvny aj &a&y &inok. Pritom plati

Fy = Z F, (3.19)
My = z M. (3.20)

Zlozkové silové rovnice maju tvar

Fyyx = z Fix = z F; cos q;,
FVy = Z Fiy = Z Fi COS Bi , (321)
Fy, = ZFiZ = ZFi COSYj -
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Momentové rovnice osiam pre vSeobecnevaleny zd&iatok suradnicovéh
systému su

Myy = Z My = Z(Yi cosy; — z cos BF; = Z(YiFiz — zFyy),
My, = Z M, = Z(Zi cos o — X; COS Vi) F; = Z(ZiFix — x;Fiz), (3.22)
My, = Z M;, = Z(Xi cos B — yjcos oy Fj = Z(XiFiy — YiFix)-

Obr. 3.6.
Vyuzitim vztahov (3.21) a (3.22) mbézZemecur vysledny posuvny ot&avy Einok

silovej sustavy k bodu Otvare

Fy = \/F&X + Fjy, + F,,

My = \/wx + M2, + M2,
KedZe vektory vysledného posuvnéhéinku Fy aot&aveho dinku My nemdzeme
itat’ do jednej sily, vSeobecna priestorova silova siasteema vyslednic
V priestore taktalostavam&es podmienok rovnovahy

zFiXZO' ZMiXZO'
z Fy=0, Z My, =0, (3.23)
ZFiZ=0, ZMiZ=O.

Zlozkové statické podmienky rovnovahy sa mé6zu nahtadimomentovym
podmienkami Krom inym vhodne zvolenym osiam. dnentové podmienl rovnovéahy ale
nemézeme nahratzloZzkovymi podmrenkami.

Ak je vSeobecna silovad sustave rovnovahe, su wovnovahe zlozky sil do
I'ubovd’nej roviny.
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3.3.2 Nahradenie arovnovaha rovnobeznej priestorovej silovej sustav

Rovnobezna priestorova silova sustava je Specialngripadom vSeobecn
priestorovej silovej sustavy, kedy vSetky smaju rovnobezné nositey.

Nech su sily rovnobezné naprikle osouy. Potom zloZkové enomentové rovnicpre
ucinok silovej sustavy k bodu Budt

My, = z M, = —z 2 F, (3.24)
AhZ:}ZMHZES&E

Vyslednyot&avy inok silovej sustavy @ime zo vZahu

My = /M\Z,X + Mg,.

Rovnobezna priestorova silova sustava ma vyslecR, pricom platiR = ) F;. Jej
nositd’ka je rovnobezna sositdékami sil F; a rovinuxz pretina v bode® so suradnicami
(obr.3.7)

2 xiF; X ziF;
ZP: .

X Fi

Obr. 3.7.
Podmienky rovnovahy pre rovnobeZpriestorovu silovu sustavu su

ZFi = 0,
ZMiX = —ZZiFi = U, (325)
ZMiZ = ZXiFi = 0.

Pre nahradenie r@vnovahu rovnobeiej silovej suUstavy yriestore mame tri
nezavislé rovnice, ktorych najmenej dve musia bynomentové. Ide rieSenie troch rovni
o troch neznamyglpricom zloZkovu rovnicu mézeme nahradnomentovot

3.3.3 Nahradenie arovnovaha vSeobecnej rovinnej silovej susta

Ak sily posoliace na teleso rovine maju rézne posobiska, smergreentacie tvoria
vSeobecnu rovinnua silovu sustavu. Kazda rovinndvailsistava sa da nahiagislednicol,
alebo silovou dvojicou gvojej rovine (obr. 3.8).
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Vektorové rovnice nahraderuc¢inku vSeolecnej rovinnej silovej susta k bodu O su

Fy= ) F (3.26)

Mo = Z M; = Z(ri X F) (3.27)

Vysledny vektormomenu Mg, aj vektory momentov od jednotkovych sil kolmé na
rovinuxy.

pre posuvny &inok a

pre ot&avy (Einok.

Obr. 3.8.
ZlozZkoveé rovnice nahradenia

Fyx = Z Fix = Z F; cos q,
Fvy = Z Fiy = Z Fi CcoS Bi, (328)

Mo = Z Mio = Z(Xi cos B; — yj cos ) Fi.

Vysledny posuvnyicinok silovej sustavy bodu O je

Fy= |F2 + F, .

Pre vyslednicR silove] sustavy platR = Fy, pricom jej vzdialeno$a od bodu O je
uréena vrahom
d = F

Ak R =0 a My # 0, silova sustava ma len @&y (Einok reprezentovany silovc
dvojicou.

VSeobecna rovinna silova slstava rovnovahe, ak ma vZadom | 'ubovd’nému
bodu Onulovy posuvny aj otéavy Einok, t.j. ak plat

FV = Z Fi = 0,
(3.29)

M0=ZM1=O.
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Z vektorovychpodmienok rovnovéhy (3.29) mézeme ziskive skalarne zloZkovw
podmienky rovnovahy gdnu skalarnu momentovid podmienku rovnoy

> Fy=0, (3:30)

Méame teda klispozicii tri navzajom nezavisle statické podmiemkvnovahy.Pri
rieSeni rovnovahyseobecnej rovinnej silovej sustavy mdézZzeme pratg troma neznamynm
veli¢éinami. Ktorukdvek zo zloZzkovych rovnic m6Zeme nahradiomentovou rovnicou
zvolenému bodu v rovineVztazné osi, resp. body je pritom treba volak, aby bol:
zabezpeéena linedra nezavisloéstatickych podmienok rovnoval[1].

Priklad 3.2 Rovnovaha vSeobecnej rovinnej silovej sus

Homogénny nosnik AB idky 5a uloZzeny potla obr.39 je za&azeny sou
F;, =200N asilou F, = 300N, ktorej nositéka zviera dhorizontalnou rovinou uhol
a = 60°. Urctereakcie vo vazbach a B, aka = 1 m.

1 £
SN

2

.

>

X

L 2a 2a
Obr. 3.9.

RieSenie:
RieSime rovnovahu telesi rovine z&aZzeneho vSeobecnou rovinrgilovou sustavou.
Tvarovu istaticku uéitost’ tlohyzistime podia va’ahu
i=ig=v—1u.
Nosnik AB ma tri stupne \'nosti pohybu# = 3), kib A odobera dva stupne Kosti
(zabraiuje pohybu v smeroch ci x,y) aposuvné 16Zko B odobera jeden stiupelnosti
pohybu (zabrguje pohybu vsmerty, kolmom na posuvné vedenie). Teda |

i=ig=v—u=3-2-1=0.
Uloha je tvarovo staticky UEita.

Uvornime nosnik AB vovine xy, nazn&ime vSetky sily, ktoré napdsobii a (Einok
odstranenych vazieb nahradime reakci Orientaciu neznamych si,, Ay, B si volime

(obr. 3.10).
1 4
A, «\ VTEJR
o

Obr. 3.10.
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Zostavime statickpodmienky rovnovah
ZFixzo; Ay —F,cosa=0,
ZFiyzo; Ay —F, —F;sina+ B =0,

ZMiA =0; —F,-2a—F,sina-4a+ B-5a=0.
Dostali sme tri rovnice, ktorych vieme vypgitat’ tri nezname reakci
Ay = F,cosa=300N-cos60°= 150N,
B=F1-2a+Fzsinoc-4a=200N-2-1m+300N-sin60°-4-1m
5a 5:-1m
Ay =F, + F;sina— B = 200N + 300 N - sin60° — 287,84 N = 171,97 N.
Vyslednu reakcilA vypocitame podla Pytagorovej vety:

A= /A§ + A} = \/1502 + 171,972 = 228,2 N.

3.3.4 Nahradenie arovnovaha rovnobeznej rovinnej silovej sustav

= 287,84 N,

Sustava rovnobeznych silrovine, obr. 3.11,je zvlaStnym pripadom vSeobeci
rovinnej silovej sustavy. Pre nahraderovnobeZznej silovegustavy preto platia vektoro
rovnice (3.26) a (3.27).

<
on
> _T"l:
<
m
1>

1>

Obr. 3.11.

Sily leziace Vjednej rovine su rovnobezné, t.j. vSetky ua; = a su rovnaké. Potom
z dvoch podmienok nahrader

Fyyx = z Fiy = z F; cos q;,

FVy = z Fiy = z Fi sin Q,
dostaneme jednu

Fy = /F&X + Fjy, = Z Fiy/cos? a; + sin2 o; = z F. (3.31)

Vysledna silaFy je teda rovnobezna so silank ajej velkog’ je rovna icl
algebrickému sttu.
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Nech silova sustava je rovnobezna napr. s gs@ir. 3.11). Potom zloZkové rovnice

nahradenia budu
FV == ZFiy == ZFi,
(3.32)

MV:ZMiO =XFV=ZXiFi.

Polohu vyslednic® = ), F; = Fy urkime zo vZahu

. My _ XxiF
R XF’

Ak R =0 a My # 0, silova sustava ma iba ¢ty &inok reprezentovany silovou
dvojicou.

Podmienky rovnovahy rovnobeznej rovinnej silovegtasty su

FV=ZF1=0,
MV:ZMiZO'

Skalarne vyjadrenie podmienok rovnovahy davéaiy

z Fiy == z Fi == O,
(3.33)
Z MiO = ZXiFi = 0.

Méame teda k dispozicii dve navzajom nezavislédtatpodmienky rovnovahy (jednu
zloZkovu a jednu momentovidyp nadm umoiuje ukit dva nezname parametre vazbovych
reakcii. Zlozkovu podmienku rovnovahy méZeme naitirachomentovou podmienkou
rovnovahy k inému bodu. Spojnica bodov, ku ktoryostavujeme momentové podmienky,
nesmie by rovnobezna s nositkami sil silovej sustavy, pretoZze pripadna vyslednby
mohla prechadzatymito bodmi a pritom by boli splnené obidve mornosé podmienky
rovnovahy.

3.4 STREDISKO SUSTAVY VIAZANYCH ROVNOBEZNYCH SiL, SPOJI TE
ZATAZENIE

3.4.1 Stredisko sustavy viazanych rovnobeznych sil

V mnohych pripadoch sa stretdvame so sustavankteilych pdsobiska su viazané
k urtitym bodom telesa. Vyslednica tychto sil je potoeZ viazana k witému bodu S telesa,
ktory nazyvame strediskom sustavy viazanych sil.

Majme nerovnovaznu sustavu &l ktoré lezia na rovnobeznych no$kéch n;,
posobiacich na teleso v bododh, s polohovymi vektormi; vzhladom nalubovd’ny bod
O vzrazného priestoru (obr. 3.12).

Danu silovu sustavu mézeme nahtagkvivalentne jedinou vyslednicd, pre ktora
plati

R = z F,. (3.34)
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Pretoze moment kvolenému bodu je

MO = rS X R
a sitasne
My = Z(l'i X F),
plati
rs X R= Z(ri X Fl) (335)

Obr. 3.12.
Zavedenim jednotkového vektole v smere nositeliek sil mézeme tah (3.35)

zapisd v tvare

rg X (z Fi) e= (z ; X F e). (3.36)
(D R)rs=> Fr=o. (3.37)

Polohovy vektor bodu Sako pdsobisko vyslednicR dane sustavy viazanych
rovnobeznych sil gfime zo vZahu 3.37)

Po Uprave dostaneme

L (3.38)
XE
Vektor rg nezavisi od jednotkového smeroveho vekte, ¢ize nezavisi od smel
uvazovanej sustavy rovnobeznych sil. Poloha skadisistavy sil sa nezmeni, ak zmen
sily sustavy wovnakom pomere. Priemetom do «,y,z zvolenej suradnicovej susta
dostavame suaradnice stredis

_ > FiXi’ yo = > FiYi’ 26 = > FiZi' (3.39)
X F X E X E

S&in Y Fr;, resp. stiny Y Fx;, X Fy;, > Fz, vyjadruju statické momenty
jednotlivych sil k bodu O.

Xs

Veta: Staticky moment sustavzajomne rovnobeznych sil Y¥atdlom na utity prvok
(bod, rovinu, 0s) je rovny statickému momentu dyste tejto sustavy sil tomu istému
prvku.

51



Technicka univerzita v KoSicia
Mechanika Strojnicka fakult

3.4.2 Spojité za’azenie

Spojitym za&aZenim nazyvame sustavu rovnobeznych sil, ktospgjito rozlozené p
ploche, ¢iare alebo objemeobr.3.13) Na element plochy, resp.izky posobia tzv
elementarne sily, ktorych Vieos’ je definovana fyzikalnou zavisltsu.

Intenzita zéaZeniaq je urenasilou pripadajico na jednotku iEky, resp. plochy
Udava sa preto [N/m], resp. [N/n?).

y

\

11 z

X dx

|
Obr. 3.13.

Elementarna siladQ sa rovna stinu intenzity z#aZenia elementarnej J&osti
elementu, na ktory pdsobi, t.].

dQ = g(x)dx. (3.40)
Vysledna sila potom je

¢
Q= fdQ = jq(x)dx. (3.41)
® 0

Verkog vyslednej silyQ sa rovna ploche ohraf@nej osowk aspojitym zaazenin q.
Vektor vyslednej sily pésobitazisku plochy

Polohu vyslednice méZzemecitr pod’a va'ahu 3.38. Set statickych momentc
jednotlivych rovnobeznych sil sa rovna statickérmanmantu ich vyslednig, t.j. plat

Y

fx q(X)dX = XQQ )

0

¢ ¢
jxq(x)dx = XQJq(x)dx,
0 0
¢
LU (3.42)
Jy ax)dx

V tab.3.1 sU uvedené zakladné typy spojitéhdazania, ako aj W&od’ a poloha
vysledniceQ .
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Tab. 3.1

Spojité atazenit

Velkos’ vyslednice

Poloha vyslednic

Rovnomerne rozlozené tazenit

N
y
Q
g=konst. Q ] 1
TT T =q B
- " x> XQ = E l
) L
Trojuholnikové zéaZenit
y\
Q 1 2
sz'Qmax'l XQ=§'I
XQl = >
_ 2
Q=0Q1+0Q; xor =l
Q=91

_1
QZ_E(QZ_ql)'l

XQ1Q1 + XQzQz = XQQ
XQ1Q1 + XQzQz
XQ = Q
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4 ROVINNE PRUTOVE SUSTAVY

Prutova sustava vznikne spojenim viacerych pratgui)( v spol@nych bodoch —
styénikoch [1,2,4]. Prierezova plocha pratov méze b§zna a po ktke prita je spravidla
kon$tantna. Za predpokladu, Zedstiky predstavuju rotmé Kby bez trenia, praty prenasaju
len osovu vnutorna silu. Tento predpoklad je vyhaeij ak je dzka prata v porovnani s jeho
prierezovou plochou vyrazne prevazujucim rozmeromatgp Potom je mozné skuieé
spojenia prutov (skrutkovy spoj, zvarovany spotovény spoj, ain€) povazavaa tzv.
idealne by. Typickym prikladom pritovej ststavy je napr.stowé konstrukcia, obr. 4.1. Na
obr.4.2 su znazornené priklady realneho spojeriigppi prutovej sustave.

0 .-1_ SLF ¥ U :.‘..r

Obr. 4.1

Prutova slstava je gaZena len sustredenymi silami s posobiskom &ngtgch.
Spojité zdaZenia, ako je vlastna tiaz, sila vetra, tiaz nawrapod., je preto potrebné
ekvivalentne pretransformowao sustredenych sil posobiacich wsikoch.

Pruty predstavuja vnatorna vazbu medzi dvoma hnmatriyodmi - stgnikmi. Tieto
vazby odoberaju hmotnému bodu jeden siupelnosti pohybu v smere osi prata. Ak
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odstrdnime vnutorné vazby medzi hmotnymi bodmi, imesich nahradi vnatornymi
vazbovymi reakciami, ktoré sa nazyvaju osové sify#och a oznalju sa pismend/;, kde
i je ¢islo pruta.

Obr. 4.2

Praty sustavy s0 namahané osovymi silamitah, alebo tlak. Ich Jv&os’
a orientacia je zavisla na geometrii pratovej sigtaa’aZzujucich vonkajsich silach
a ulozeni prutovej sustavy prostrednictvom vonkhj$iazieb.

Kladna osova silat@hova) je orientovand von z mysleného rezu prigsp.r
von zo st¢nika. Zaporna osova sila (tlakova) je orientovarémysle do mysleného
rezu, resp. do stynika. Pri vypétoch budeme vzdy predpoklati&ladni osovu silu
Vv prute.

Odstranenim pratov aich ndhradou osovymi silankp aj odstrdnenim
vonkajSich vazieb aich nahradou vonkajSimi vazlbuvyeakciami, dostaneme
sustavu hmotnych bodov v rovine. Tato suUstava jgatickej rovnovahe, ak je
v rovnovahe kazdy hmotny bod, t.j.&eu splnené statické podmienky rovnovahy.

Pod’a geometrie prutovej sustavy a jef@aaenia rozoznavame:
* rovinné pratoveé sustavy,
e priestorové prutové sustavy.
Pruty, st¢niky i vonkajSie sily rovinnej pratovej sustavy ie% jednej rovine. Pruty,
styéniky i vonkajSie sily priestorovej prutovej sustailyvseobecne rozloZené v priestore.
Speciélne priestorové pratové slstavy, ktorych ypiéfia vo vzajomne na seba
kolmych rovindch moZzno rozlaZzna rovinné prutové sustavy. Praty v kazdej z redistavy
prenasaju silové dinky sil leziacich v tej istej rovine. Tym moZnoe$enie Specialnej
priestorovej prutovej sustavy rozl6zna rieSenie viacerych rovinnych uloh.dVdlSej casti
ucebnice sa budeme zaob@&rglucne rovinnymi pratovymi sustavami.

4.1 STATICKA UR CITOST ROVINNYCH PRUTOVYCH SUSTAV

Staticka analyza rovinnych prutovych sustav zaajd statickej ufitosti ulohy. Pri
prutovych sustavach rozliSujeme vonkajSiu a vndtostaticki witost’. Pratova sdstava je
staticky utita, ak je staticky witou sustavou tak po vnutornej ako aj po vonkagiginke.
V opatnom pripade pdjde o staticky néitn prutovu sustavu.
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VonkajSia staticka ditost’ je zavisla od pé&tu odobranych stufv va’nosti celej
prutovej sustavy (ako jedného telesa) vonkajSimbaéni a vypoitame ju potla va’ahu

Iyon = Vyon + Uyon = 3 — Uyon,

kdeu je paiet stugiov volnosti pohybu odobratych vonkajSimi vazbami. Pritsirstava je
zvonkue staticky wita, ak iy,, =0, t.j. ak uyo, = 3. V opa&nom pripade ide o zvonku
staticky neuwtité uloZenie. Z hadiska vonkajSej statickej ditosti prutovej sustavy je nutné
prutovej sustave odolitaninimalne tri stupne vmosti vonkajSimi vazbami.

Vnatornu staticku witost’ i pratovej sustavy mozno stantwvio vza’ahu
I =25—p—Uyon =25—p —3, (4.1)
kdes je paet stynikov ap je paiet pratov.

Sustava je vnutorne statickyCud, aki = 0, t.j. ak je splnena podmienka — p = 3.

Ak je pratova sustava statickyditd, na vypdet osovych sil a vonkajSich vazbovych
reakcii postéuju statické podmienky rovnovahy. Teplotné naméahagmbddajnasvonkajSich
vazieb ako aj vyrobna neprestiagespbdsobujd, na rozdiel od staticky rityich aloh, vznik
vnuatornych sil a vazbovych reakcii. Pri statickyumgych pratovych sustavach musime
statické podmienky rovnovahy dopindeform&nymi podmienkami. VEkos' osovych sil
v staticky neutitej pratovej sustave je teda zavisla aj od’kesti prierezov jednotlivych
pratov a od ich materialovych vlastnosti.

Vo vSeobecnosti plati, Ze rovinna prutova sustavanutorne staticky dita, ak ju
vytvarame pridavanim stgikov pripevnenych vzdy dvoma pratmi.

4.2 METODY STATICKEJ ANALYZY PRUTOVYCH SUSTAV

Metdédami statiky mozno rieSien staticky wtité pratové sustavy. Tymito metodami
mozno utit vonkajSie vazbové reakcie a vnuatorné sily v pridtoda vypéet deformécie
prutovych sustav, alebo na analyzu staticky &guwh Uloh je potrebné pouZivztahy
z oblasti pruznosti a pevnosti. #alSom sa v ramci statiky budeme zaoberaSenim len
staticky utitych pratovych sustav. Ciiem rieSenia bude &enie statickej wuiitosti, ako aj
vypocet vonkajsich vazbovych reakcii a osovych sil wquria.

Metody rieSenia prutovych sastav sa vSeobecne dalia

e analytické,
e grafické,
e poitacovo orientované.

Kazda skupina tychto metéd obsahuje viacero konloét postupov rieSenia. Nastup
paocitacov urychlil prudky rozvoj numerickych metdéd mecHani Prednosti numerickych
metod, napr. metody kotmeych prvkov (MKP), posunuli do Gzadia v minulosé’'mi ¢asto
pouzivané grafické metody (napr. Cremonov obraX&tiottov plan, a pod.), ktoré sa
v sifasnosti uz nepouzivaju. Kvéli vysvetleniu fyzikglngodstaty problému uvedieme
v dalSom dve najpouzivanejSie analytické metody rieSetatiky pratovych sustav, ato
sty¢nikovu a priesént metédu.
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4.2.1 Metdda sty¢nych bodoy

Princip metddy vychadze podmienok rovnovahy sustavy hmotnych bodov. Hmi
bod je vtomto pripade uvimeny st¢nik, v ktorom pésobia zname vonkajSie si vonkajSie
vazbove reakcie, ako aj nezname osove sycnikom spojenych pruto

Postup vypdtu je nasledovn

Uvolnime pratovad sustavu z vonkajSich vézie z podmienok rovnovahy cel
prutovej] sustavy vypotame vonkajSie véazbové reakcie podmienok rovnovahy s
uvolnenych stynikov vypaitame nezndmeosové sily v pratoch. Pri rieSeni rovnové
vychadzame zo stpika, \ ktorom pdsobia vonkajSie sily (alebo zname vonkajgiakcie)
amaximalne dve nezndme osove !

Pratom, vktorych je nulova sila sa hovori nulové pruty. Agdktieto praty nie si
nam&ané pre dany razovaci stav, musia BDyv prutovej sustave pritomné, pretc
zabezpéuju tvar pratovej sustav

Priklad 3.1 RieSenie pratovej sustavy metddouisfgh bodo

Je dand pratova sustava, ktora j@azana silouF = 100 N. Uréte osové sily vc
vSetkych prutoch eeakcie vo vonkajSich vazbact a B (obr. 4.3).

NS

Obr. 4.3

RieSenie:
Urcime vonkajSi anatorny p@et stugiov vol'nosti pohybt
lyon = Vyon —Uyon =3 —2-1=0,
i =2S—p—Uyop =2-5—-7-2—-1=0.
Uvolnime si prutovu sustavi vonkajSich vazieb ako jedno teleso, ktoré je uaig
kibom aposuvnym 16Zkom (ok 4.4).
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Obr. 4.4
Podmienky rovnovéahy prutovej sustavy ako jednélesée(obi 4.4)

ZFix: ; Ax+B:0,

ZFW:O; A, —F =0,

ZMiA: ;0 —F-2a—B-a=0.
Z podmienok rovnovahy si vyjadrimelkesti reakci
A, =F =100N,

B = —2F = -200N,
Ay =—B = —(—2F) = 200N,

A= |A2+ A% =.[(200N)2 + (100 N)2 = 223,6 N,

Postupnym uviiovanim stgnikov ako hmotnych bodov vieme pre kazc nich
vyjadrit podmienkyrovnovahy, . ktorych vyp@itame osové sily yednotlivych pratoc. Na
obr.4.5 je uvdineny stgnik A, pre ktory platia nasledujice podmienky rovélay

ZFl-x =0; A,+Ny+ Ngcosa =0,

ZFiyzo; Ay + Ngsina = 0.

Z podmienok rovnovahy pre styik A vyjadrime nezname osove sil prutoch
—4, F 100 N

sina sina sin 45°

N, = —-A N = —200N ( 100N
4T 6 oS = sin 45°

N, = —141N,

)cos 45° = —100 N.
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Obr.4.t Obr.4.€
Pre uvdneny st¢nik B (obr 4.6) platia podmienky rovnovahy:

ZFixzo; B+ N; + Nscosa =0,

ZFiy =0; —Ngsina=0,
odkia’
N5 = 0 N,
N; = —B — Ngcosa = —B = —(—200 N) = 200 N.

F
Obr.4.7 Obr.4.8
Podmienky rovnovahy pre styik | (obr 4.7)
ZFix =0; —N;,—Ngcosa + N,cosa =0,
ZFl 0; —Ngsina — N; — N,sina =0,
odkia’
100 N o
N7+N6cosa 200N+(_W) COS45
N, = = = 141N,
cosa cos 45°

N; = —Ngsina — N, sina = —(—141 N) sin45° — (141 N) sin45° = O N.
Podmienky rovnovahy pre styik Il (obr. 4.8)

ZFl-x=0; —N; — Nycosa =0,

ZFl-y=0; —F + N, sina = 0,

odkial
F 100 N
N, = sina  sin45° 141N,
100 N
N, = —=N,cosa = — S 45 cos 45° = 100 N.

Uvolnenim posledného bodu Il dostavame podmienky re&hg, \ ktorych su
vSetky osové sily pratoch uz zname, preto ich mézeme poua kontrolL
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4.2.2 Priese&na metdda (Ritterov rez)

Princip metdédy vychadza z podmienok statickej revéy casti prutovej sustavy
odrezanej myslenym rezom cez maximalne tri pratyrei#najuce sa v jednom bode. Osové
sily v rozrezanych pratoch avonkajSie sily pésobiana odrezandag’ pratovej sustavy
musia tvor® rovnovaznu silova sustavu. Momentové statické pedky rovnovahy
odrezanejcasti prutovej sustavy treba pfs& bodom, ktoré su prieseikom osi dvoch
rozrezanych pratov. V niektorych dlohach takato no# neexistuje, v takom pripade treba
pouzt’ zloZkové statické podmienky rovnovahy.

Priklad 3.2 RieSenie pratovej sustavy prieeseu metddou.

Priesénou metddou wte osové silyN;, N a Ny v pratoch danej rovinnej prutovej
sustavy (obr.4.9), ktora je taZena vonkajSimi silanf; = 4 kN, F, = 2 kN, F; = 3 kN, ak
rozmera = 2 m.

Fs
8 10 B
J > 2
A
a 7 9
11
a a

Obr. 4.9
RieSenie:
Postup posudenia statickej¢itosti a vyp@tu reakcii vo vonkajSich vazbéach je
rovnaky pre obidve metody. Eime vonkajsi a vnatorny get stugiov vo’nosti pohybu.
lyon = Vyon —Uyon =3 —2—-1=0,
i =25 —p—Uyy =2°7—11-2-1=0.
Uvolnenie prutovej sustavy ako jedného telesa je nadob®.

N s

Obr. 4.10
Podmienky rovnovahy pre prutovu sustavu ako jeetesb su

ZFix =0, Ay =0,

ZML'A=0; —F,-a—F,-2a—F;-3a+B-4a=0,
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odkid’ vypccitame reakcie vo vonkajSich vazbéach
_Fira+F,-2a+F;-3a_ 4kN:2m+2kN-2:2m+3kN-3-2m

43 4-2m
B =4,25kN,
Ay=F1+F2+F3—B=4kN+2kN+3kN—4,25kN=4,75kN.

Obr. 4.11
Pri metdde rezu robime rez prutmi, ktorych osolsécdiceme ufit. Myslenym rezom

rozrezané praty vSak nesmu prech@dednym bodom, obr.4.11.

rezom odrezanta®’” av miestach rozrezanych pratov

Uvornime myslenym
zavedieme osove sily, obr.4.12.

F,
Ax A 3 E
> o=
a e
a G N
Obr. 4.12

Myslenym rezom oddelen#ag’ pratovej sustavy tvori tuhé teleso, pre ktorée $epie
statické podmienky rovnovahy:
ZFix =0; Agy+ N3+ Ng+Nscosa=0,

ZMiAz 0; —F;-a+ Ngsina-a+ Ngcosa-a+ Ng-a=0.
Z tychto podmienok rovnovahy vieme vyt tri nezname osové sily v pritoch 3, 5

a 6.
Uhol a vieme vyjadn’ z geometrie pratovej sustavy (obr. 4.9). Plati

a
tana=-=1 - o =45"°
a
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